Physikalisches Praktikum fiir Anfinger (Hauptfach)
Grundlagen

Einfiithrung in die komplexe Berechnung von Netzwerken

Unter einem elektrischen Netzwerk versteht man eine Schaltung aus beliebigen elektrischen Bauelemen-
ten. Die theoretische Berechnung ist dabei ganz wesentlich von den Eigenschaften dieser Komponenten
abhédngig. Man teilt sie iblicherweise in vier Gruppen ein (siche Tab. 1). Als aktive Bauelemente bezeich-
net man diejenigen, die elektrische Energie abgeben konnen (z.B. Batterien). Alle anderen bezeichnet man
als passive Bauelemente. Die Unterscheidung nach linear und nichtlinear ergibt sich aus der funktionalen
Abhingigkeit zwischen Strom und

Spannung an diesem Bauelement. Die-

linear nichtlinear
ser Zusammenhang wird auch hiufig . .
als Kennlinie bezeichnet. passiv R CL z.B. Dioden
Wir wollen uns hier auf die Gruppe der aktiv Strom- und Span- z.B. Rohren und
nungsquellen Transistoren

passiven linearen Bauelemente
beschrinken. Zu ihr gehoren Wider-
stand R, Kondensator C und Spule L.
Fiir daraus aufgebaute Netzwerke ist eine theoretische Berechnung mit relativen einfachen Mitteln
moglich. Auflerdem setzen wir voraus, dass es sich immer um ideale Bauelemente handelt. Auf den
Unterschied zu realen Bauelementen und die Darstellung dieser durch Ersatzschaltbilder wird in den
Versuchen néher eingegangen.

Tab. 1: elektrische Bauelemente

1 Gleichstromschaltungen u
Bei Gleichstrom ist nur die Verwendung von ohmschen Widerstinden sinnvoll.
Kondensatoren stellen eine Unterbrechung, Spulen einen Kurzschluss dar. Der
Zusammenhang zwischen Strom / und Spannung U beim Widerstand R wird
durch das Ohmsche Gesetz beschrieben:

U =R (1)

Die Kennlinie des Widerstands ist eine Gerade mit der Steigung R (siche Abb. 1).

1

Schaltet man Widerstinde zu einem Netzwerk zusammen, so gelten fiir die Span- Abb. 1: Kennlinie ei-
nungen und Strome innerhalb des Netzwerks die Kirchhoffschen Gesetze. In Abb. nes Widerstands
2 ist ein Ausschnitt aus einem Netzwerk dargestellt. Der Punkt, an dem mehrere

Zweige des Netzwerks zusammentreffen, wird Knoten genannt.

Das erste Kirchhoffsche Gesetz (Knotenregel) beschreibt den Zusammenhang der Strdme an einem
Knoten. Wenn man in den Knoten hineinflieBende Strome mit einem anderen Vorzeichen versieht als die
herausflieBenden, so muss die Summe aller Strome an diesem Knoten Null ergeben:

k

2 I =0. 2)
Das zweite Kirchhoffsche Gesetz (Maschenregel) beschreibt den Zusammenhang der Spannungen
innerhalb einer Masche. Darunter versteht man einen beliebigen geschlossenen Weg durch das Netzwerk.
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Anfangs- und Endpunkt dieses Weges ist einer der Knoten. Da Spannungen Potentialdifferenzen sind,

muss ihre Summe in der Masche Null ergeben:
m
YU =o. 3)
i=1

Schreibt man nun fiir ein gegebenes Netzwerk mit n
Widerstidnden alle Knoten- und Maschengleichungen nach
(2) und (3) auf und stellt auBerdem die Zusammenhénge
zwischen den Spannungen und Stromen fiir die einzelnen
Zweige liber das Ohmsche Gesetz (1) her, so erhilt man ein
lineares Gleichungssystem. Die Spannungen und Stréme
bilden die Unbekannten dieses Gleichungssystems. Die
Anzahl der benotigten Knoten- und Maschengleichungen
ergibt sich aus der Bedingung, dass man immer genau so
viele Gleichungen wie Unbekannte zur Losung bendtigt.
Bei n Widerstéinden miissen sich also 2n Gleichungen er-
geben. Die Hilfte davon ergibt sich aus der Anwendung des
Ohmschen Gesetzes auf die Widerstinde, die andere Hélfte
aus den Knoten und Maschen. Dabei ist es wichtig, darauf

Abb. 2: Ausschnitt aus einem
W iderstandsnetzwerk

zu achten, dass nur verschiedene Knoten und Maschen notiert werden, da sonst das Gleichungssystem

wegen einer verschwindenden Determinante nicht 16sbar ist.

Generell kann man also festhalten, dass ein lineares Netzwerk durch ein immer losbares lineares Glei-

chungssystem beschrieben wird.

Dadie Beachtung der Zéhlrichtungen der Spannungen und Strome bei der Aufstellung der benédtigten Glei-
chungen sehr wichtig ist, sollte man nach folgenden Schema verfahren (siehe auch Abb. 2):

1. Alle Widerstinde werden mit einer willkiirlichen Nummerierung versehen (1,..,n).

2. Fiir jeden Widerstand wird das Ohmsche Gesetz notiert (n Gleichungen).

Beispiel:

4)

3. Fiirjeden Zweig wird eine willkiirliche Festlegung der Stromrichtung durch einen Pfeil vorgenommen.

An jeden Zweig wird ein Spannungspfeil in der gleichen Richtung wie der zuvor eingetragene Strom-
pfeil eingezeichnet.

Fiir jeden Knoten bis auf einen (dieser ist durch die anderen mitbestimmt) wird die Knotengleichung
aufgestellt. Dabei werden in den Knoten flieBende Strome mit einem positiven Vorzeichen, her-
ausflieBende Strome mit einem negativen Vorzeichen versehen.

Beispiel: (siehe Knoten K1 in Abb. 2)

—11—15+I6+I7=0. (5)

Zum Aufstellen der Maschengleichungen gibt man sich zunéichst fiir jede Masche einen willkiirlich
gewdhlten Umlaufsinn vor. Alle Spannungen, deren Richtungspfeile in Richtung des Umlaufsinns
weisen, erhalten ein positives Vorzeichen, die anderen ein negatives.

U1+U2+U3—U4—U5=0. (6)

Beispiel: (siehe Masche M1 in Abb. 2):
Das Gleichungssystem wird gelost.
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2 Wechselstromschaltungen

Bei Wechselstromen konnen auch Kondensatoren und Spulen in die Schaltung eingesetzt werden. Der
Zusammenhang zwischen Strom und Spannung wird hier durch lineare Differentialgleichungen be-
schrieben:

r=c%¥Y ya v-r1-4Y 7)
dr dr

Die Kapazitéit des Kondensators C und die Induktivitéit der Spule L sind Konstante.

Zur Beschreibung eines Wechselstromnetzwerks miissen also neben den Kirchhoffschen Gesetzen (2) und
(3), sowie dem Ohmschen Gesetzes (1) fiir Widerstdnde noch die Gleichungen (7) fiir Kondensatoren und
Spulen beriicksichtigt werden. Insgesamt ergibt sich daraus ein lineares Differentialgleichungssystem.
Eine einfache Losung wie bei der Gleichstromschaltung ist hier also nicht mehr moglich.

Es lassen sich aber grundsétzliche Aussagen iiber die Form der Losungsfunktionen I (t
machen. Wir wollen dies am Beispiel eines Zweipols erldutern. Einen Zweipol erhélt ( )Q

man, wenn man irgendeinen Zweig eines Netzwerks auftrennt und die beiden Trenn- U(t)
stellen als Anschliisse betrachtet (siche Abb. 3). Legt man jetzt an diese beiden

Anschliisse eine Wechselspannung U(¢) an, so wird ein Wechselstrom /(¢) flieBen, »L

der durch folgende lineare Differentialgleichung beschrieben werden kann: (E

n m Abb. 3: elek-
E a, I(i)(t) = E bi U(i)(t). (8) trischer Zweipol
i=0 i=0

Die konstanten Koeffizienten a; und b, berechnen sich aus den Bauelementen des Zweipols. Die Losung

einer solchen inhomogenen Differentialgleichung setzt sich aus zwei Anteilen zusammen. Der Losungs-
anteil /,

hom

derhomogenen Differentialgleichung beschreibt dabei das Einschwingverhalten. Dazu gehdren
z.B. die Ein- und Ausschaltvorginge. Wegen der im Netzwerk immer vorhanden Ohmschen Widerstinde
klingt dieser Losungsanteil mehr oder weniger schnell mit der Zeit ab. Es bleibt dann nur noch der Anteil
I, librig, der das stationire Verhalten beschreibt. Dieser Anteil héingt natiirlich ganz wesentlich von der
anregenden Zeitfunktion U(¥) ab.

Wir wollen uns im folgenden auf die Beschreibung des stationdren Verhaltens beschrinken, da das
Einschwingen meist sehr schnell abgeklungen ist. Ndher wird auf solche Einschwingvorginge (z.B. Auf-
und Entladen eines Kondensators) in dem Versuch 3.2 (RC-Kombination und Schwingkreis) eingegangen.

3 Sinusformige Wechselspannungen
In der Praxis der Messtechnik haben die sinusféormigen Signale eine grofle Bedeutung. Wir wollen uns
deshalb zunichst ausschliefSlich darauf beschrinken. Wenn man an einen Kondensator eine sinusformige

U@ = U, sin(wf +a) (10)

Spannung anlegt, so berechnet sich der Strom nach (7) zu:

IH) = w C U, cos(wt+a) = I, sin(wt+f). (11)

Man sieht, dass sich an der zeitlichen Form nichts dndert, d.h. sinusférmige Signale bleiben in linearen
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Netzwerken immer sinusformig. Es dndern sich nur Amplitude und Phase:

I, =0 CU, und (p=a—[3=—§. (12)

Fir den Kondensator ergibt sich daraus ein frequenzabhingiger Wechselstromwiderstand
R. = Uy/I, = 1/oC und eine Phasenverschiebung zwischen Spannung und Strom von -90°.

Zur Beschreibung der sinusféormigen Signale in linearen Netzwerken wiirden also GroBen geniigen, die
ausschliefllich die Informationen iiber Amplitude und Phase enthalten. Die zeitliche Abhédngigkeit dndert
sich nicht. Diese Erkenntnis fiihrt uns zur Definition von komplexen Groflen zur Beschreibung der
Spannungen und Strome.

4 Definition von komplexen Spannungen und Stromen

Eine komplexe Zahl (im folgenden durch einen Unterstrich gekennzeichnet)

wird durch Angabe von Real- und Imaginirteil beschrieben: I  Z

Alm

z=a+jb (14)

Die imaginire Einheit /-1 wird in der Elektrotechnik iiblicherweise mit j r
bezeichnet, um eine Verwechslung mit dem Symbol / fiir den Strom zu vermei-
den. Eine sehr anschauliche Darstellung einer komplexen Zahl erhélt man ‘
durch Eintragen als Punkt mit den Koordinaten (a,b) in die komplexe Ebene Re
(siehe auch Abb. 4). Verbindet man diesen Punkt mit dem Nullpunkt, so ergibt ¢ P
sich ein die komplexe Zahl z beschreibender Zeiger (nicht Vektor). Dieser

. . . . .. . Abb. 4: Komplexe Ebene
Zeiger wird andererseits aber auch durch Angabe seiner Linge » und seines P

Drehwinkels @ gegeniiber derreellen Achse beschrieben (Polarkoordinaten). Es
gelten dabei die Zusammenhénge:

r = Ja®+b? und ¢ - arctan®, (16)
a
bzw.
a =rcos¢@ und b = rsing. (a7)

Die zu z komplex konjugierte Zahl erhdlt man durch Spiegelung an der reellen Achse:

z" =a - jb (18)
Die GroBe 7 in Gl. (14) nennt man auch den Betrag der komplexen Zahl. Die allgemeine Definition fiir den
Betrag ist
lz| =r = yzz" (19)

Zwischen den trigonometrischen Funktionen und der komplexen e-Funktion wird durch die Eulerschen
Formeln ein Zusammenhang hergestellt :

cos@Q + jsing

2
cos@Q - jsin@. (20)

e _j(P

Damit kann eine komplexe Zahl auch durch ihre Polarkoordinaten dargestellt werden:
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z = rel®. 21)

Aus dieser Beziehung wird ersichtlich, wie sich eine physikalische Grofe, die durch Angabe von Am-
plitude und Phase beschrieben werden muss, durch eine komplexe Grofe darstellen ldsst. Der Amplitude
ordnet man die Zeigerldnge », dem Phasenwinkel ¢ den Drehwinkel gegeniiber der reellen Achse zu.
Sinusformige Spannungen und Stromen (siche Gl. (10) und (11)) lassen sich damit also durch kom-
plexe, zeitunabhiingige Grofien beschreiben:

U-=Uje™ und I-=1eP. (22)

Mit diesen neu definierten GroBen ldsst sich nun die Berechnung von linearen Netzwerken bei Wechsel-
spannungen erheblich vereinfachen.

5 Komplexe Berechnung von Netzwerken
Zunichst miissen die Kirchhoffschen Gesetze fiir die komplexen Gré3en formuliert werden. Aus den Gl.
(18) erhilt man fiir den Sinus durch Subtraktion

sing = Zij(ej“’ -e %), (23)

Mit @ =wt+0o in Gl. (10) fiir die Spannung U(¢), bzw. @ =wt+p in Gl. (11) fiir den Strom /(¢) ergeben
sich unter Beriicksichtigung von Gl. (20)

U = Uy @ - e309) = L (Uehr - Ure ),

I = 2%'10 (ej(mt+B) _ e—j(mt+B)) _ (lejmt _ l*e_j(‘)t).

1 (26)
2j

Durch Einsetzen dieser Ausdriicke fiir die Spannungen, bzw. Strome in die Kirchhoffschen Gleichungen
(2), bzw. (3) erhélt man

m . m .
1 J% jor _ 1 e —jor _
E —,Uo,ie ig) E —.UO,.e ie =0,

— 2j — 2j 1
lzlk 1 p Elkl 1 iB 27)
i nl “IP; ) —
2—on1€] ert - 2—jl()ie c Jot = O.

In diesen Ausdriicken miissen die Koeffizienten vor €/’ und e 7! jeweils Null ergeben, so dass sich

daraus die Formulierungen der Kirchhoffschen Gesetze fiir die komplexen GréBen ergeben:

(30)

Ein entsprechender Zusammenhang gilt auch fiir die komplex konjugierten GrofB3en.

Genauso lasst sich auch das Ohmsche Gesetz fiir die komplexen GroBen formulieren und durch geeignete
Zuordnung von komplexen Widerstidnden auch fiir Kondensatoren und Spulen anwenden. Wir wollen die
Ableitung am Beispiel des Kondensators nachvollziehen. Dazu setzen wir die Spannung U(#) nach Gl. (22)
in die Gl. (7a) ein. Der Strom berechnet sich dann zu
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1) = %(ijQeiwt + ijQ*e'j“") (31)

Durch einen Koeffizientenvergleich mit /(¢) in Gl. (22) ergibt sich ein Zusammenhang zwischen den
komplexen GréBen fiir Spannung und Strom:

I = joCU. (32)

Dies entspricht dem Ohmschen Gesetz, wenn man dem Kondensator einen komplexen Widerstand

1
& . == 33
zuordnet. Eine dhnliche Uberlegung fiihrt zu dem komplexen Widerstand der Spule:
R, = joL. (34)

Damit sind nun alle Voraussetzungen geschaffen, um lineare Netzwerke komplex zu berechnen. Da die
Zusammenhdnge zwischen den so definierten komplexen Gréfen (Spannung, Strom und Widerstand)
genauso aussehen wie die Zusammenhénge zwischen den reellen Groflen bei Gleichstromschaltungen
(siehe Kap. 1), konnen Wechselstromnetzwerke unter den genannten Voraussetzungen also auch durch
lineare Gleichungssysteme (allerdings im Komplexen) beschrieben werden. Es sind keine Differential-
gleichungen mehr zu 16sen. Alle Methoden der Netzwerkberechnung, wie sie bei Gleichstromschaltungen
verwendet werden (z.B. Netzwerktransformationen, Spannungsteiler und Briickenschaltungen), lassen sich
somit direkt auf Wechselstromnetzwerke iibertragen. Es miissen nur jeweils die entsprechenden kom-
plexen GroBlen eingesetzt werden.

6 Zweipole

Eine einfache Anwendung findet die komplexe Darstellung bei der Beschreibung von linearen Zweipolen
(sieche auch Abb. 3). Der Zusammenhang zwischen Strom und Spannung wird durch das Ohmsche Gesetz
fiir die komplexen GréBen beschrieben:

U-=RI (35)

Setzt man hier fiir die komplexe Spannung und den komplexen Strom die Definitionen nach GI.(20) ein
und 16st nach R auf, so erhilt man
U, . .
0 _
= Tej(u () R e®. (36)
0

~| I

Die GrofBe R, ist der Betrag des komplexen Widerstands und heif3t auch Scheinwiderstand. Er berechnet
sich als Quotient der Amplituden von Spannung und Strom. ¢ ist die Phasenverschiebung zwischen
Spannung und Strom. Zur vollstindigen Beschreibung eines Zweipols genligt es also, seinen komplexen
Widerstand anzugeben.

Da die komplexen Widerstdnde von Spule und Kondensator frequenzabhéngig sind, wird der komplexe
Widerstand eines Zweipols sich auch mit w dndern. Diese Abhédngigkeit ldsst sich sehr anschaulich in ei-
nem Diagramm darstellen. Ublicherweise werden dazu zwei verschiedene Darstellungsformen verwendet:
Ortskurve und Bodediagramm.

Die Ortskurve ist eine Darstellung des komplexen Widerstands in der komplexen Ebene mit der Frequenz
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als Parameter. Das Bodediagramm stellt in zwei Teildiagrammen die Abhéngigkeiten von Scheinwider-
stand und Phasenverschiebung von der Frequenz dar. Dabei werden in der Regel fiir die Frequenz und den
Scheinwiderstand logarithmische Mafstdbe verwendet. In den nachfolgenden Beispielen soll dies weiter
verdeutlicht werden.

6.1 Serienschwingkreis
Einen Serienschwingkreis erhédlt man durch Reihenschaltung von R, L und C (siehe Abb. 5). Der komplexe
Widerstand berechnet sich als Summe der drei Einzelwiderstdnde:

. 1 . 1
R = R+jwL +- = R+j| oL -—]|. 37
J joC J( wC) 37)
Man erkennt sofort, dass fiir die Frequenz w, = 1/{/LC der Imaginirteil verschwindet. Diese Frequenz

nennt man die Resonanzfrequenz des Schwingkreises. Fiir Scheinwiderstand und Phasenverschiebung
ergeben sich:

2
R, = |R| = JR%((»L—L) und
wC
39
ImR) _ 1 1 39)
¢ = arctan = arctan—| wL-——|.
Re(R) R wC

Die Frequenzabhéngigkeiten dieser Grof3en sind in der Ortskurve nach Abb. 6, bzw. dem Bodediagramm
nach Abb.7 dargestellt. Im Bodediagramm werden fiir Frequenz und Scheinwiderstand logarithmische
MaBstédbe verwendet. Zu beachten ist, dass die Achsenbeschriftung iiblicherweise mit den Zahlenwerten
der Frequenz, bzw. dem Widerstand oder, wie in Abb. 7 mit normierten Werten erfolgt (nicht mit den
Logarithmen dieser Werte). Man sieht, dass bei der Resonanzfrequenz die Phasenverschiebung 0 wird und
der Scheinwiderstand ein Minimum annimmt.

A A(Ig) Rs /R
Im +oo
A W=
R
R Rs
¢ Re | (9w
L > T T
R 0,1 1 10
Ao
I C o | Ty —"
Abb. 5: Serien- y @0 (lg);/%
schwingkreis w0
Abb. 6: Ortskurve
90°

Abb. 7: Bodediagramm
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6.2 Parallelschwingkreis

Eine Parallelschaltung von R, L und C ergibt einen Parallelschwingkreis (Abb. §8). Sein

komplexer Leitwert (der Kehrwert des Widerstands) berechnet sich als Summe der
Einzelleitwerte R

|
+jwC. (40) C

11
il — +
R R juL

Daraus erhélt man fiir den komplexen Widerstand
Abb. 8: Parallel-
= R . (41) schwingkreis
1 +jR(wC-1/wL)

Hierbei wurde angenommen, dass es sich jeweils um ideale Bauelemente handelt. In der Praxis hat man
es dagegen immer mit realen Bauelementen zu tun, deren Eigenschaften sich von denen der idealen
unterscheiden. Bei der Spule muss zum Beispiel der ohmsche Widerstand der Wicklung berticksichtigt
werden. Eine reale Spule ist deshalb durch die Reihenschaltung einer idealen Spule mit einem Widerstand
zu beschreiben (siehe auch die Versuche 3.1 und 3.3). Diese Darstellung nennt man dann ein Ersatz-
schaltbild.

Fiir einen Parallelschwingkreis mit idealen Bauelementen erhélt man fiir den Scheinwiderstand und die
Phasenverschiebung

R

R =
J1+R%(wC-1/wL)?

s

Die Resonanzfrequenz berechnet sich wie beim Serienschwingkreis.

A(9) R /R
A I :],

m

Abb. 9: Ortskurve

Abb. 10: Bodediagramm

Fiir die Ortskurve ergibt sich ein Kreis mit dem Radius R/2 um den Punkt R/2 auf der reellen Achse
(Abb. 9). Dies ldsst sich leicht aus dem von den Zeigern gebildeten Dreieck zwischen Nullpunkt, Punkt
auf der Ortskurve und Punkt bei R/2 auf der reellen Achse ableiten. Die Lange des Zeigers von R/2 nach
R berechnet sich zu
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‘E_g‘:‘ R _5‘_2‘1—11{@0—1/@) R )

1+jiRC-1/ol) 2| 2|1+jR@C-VwL)| 2

Sie ist von w unabhéngig. Damit ist die Ortskurve ein Kreis.

Das Bodediagramm ist in Abb. 10 dargestellt. Bei der Resonanzfrequenz nimmt hier der Scheinwiderstand
ein Maximum an.

7 Vierpole
Als Vierpol bezeichnet man ein Netzwerk aus linearen Bau- Iy Ia
e eme.nten mit vier auBerer'l Ar}sc%llussen '(s1ehe A'bb 11)
Das linke Klemmenpaar wird iiblicherweise als Eingang, ue* Vierpol *Ua
das rechte als Aus bezeichnet. S hl Ei 1
galjg ezeilc n.e .OWO am Eingang a. ]
auch am Ausgang konnen jeweils eine Spannung und ein
Strom gemessen werden. Gibt man zwei dieser vier Groflen Abb. 11: Vierpol

vor, so lassen sich die beiden anderen aus den Eigenschaf-

ten des Vierpols bestimmen. Der Zusammenhang ist als lineares Gleichungssystem darstellbar (siehe auch
Versuch 3.6, Vierpole). Je nachdem, welche beiden der vier Groflen vorgegeben werden, gibt es sechs
verschiedene Darstellungsformen. Héufig benutzt wird die Kettenform

U _ a, 4 '(UaJ. (44)

e

1

e Ay Ayl | 1

a

Eine bei Vierpolen wichtige GroBe ist der Kehrwert von a,,. Man nennt ihn auch das Leerlaufspannungs-
iibertragungsverhalten 4. Bei Wechselstromvierpolen ist dies eine komplexe Gréf3e und eine Funktion der
Frequenz w.

7.1 Wien-Briicke O—p
Als Beispiel fiir einen Vierpol soll die Schaltung nach Abb. R R4
12 dienen. Sie ist aus zwei jeweils gleichen Widerstinden U
und Kondensatoren aufgebaut und unter dem Namen ,,Wien- ge ¢ € }O
Briicke” bekannt. Fasst man die Serienschaltung und die R C R L U,
Parallelschaltungen von R und C jeweils zu komplexen LUa 2
Widerstinden zusammen, erhilt man das Ersatzschaltbild \ O—4—20
nach Abb. 13. Es stellt einen Spannungsteiler dar. Fiir seine Abb. 12: Wion-Bricke Abb§c1h:;:ltiirlzatz-
beiden komplexen Widerstinde R, und R, ergeben sich
R :R+.1 d i:l+jooC. 45
1 iwC R R (45)
2
Die Ausgangsspannung U, des Spannungsteilers berechnet sich zu
R 1
l_fa=R_2 u=——1U. (46)

R+R ¢ 1+R/R *
12 12

Damit erhilt man fiir das komplexe Ubertragungsverhalten der Wien-Briicke
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Aw) = =2 = = _

' 47
. THR/R, 1+ R+.1 l+jc.oC 3+j WRC-—_ @7
JoCJ\ R wRC

U, 1 1 1
U

Dieser Ausdruck sieht dem des komplexen Widerstand des Parallelschwingkreises sehr dhnlich. Die Orts-
kurve ist auch hier ein Kreis. Die Ausgangsspannung nimmt bei der Frequenz @, = 1/RC ein Maximum

an. Sie betrédgt hier genau 1/3 der Eingangsspannung. Die Phasenverschiebung ist bei dieser Frequenz 0.

Die Wien-Briicke ldsst sich also dhnlich wie ein Parallelschwingkreis zur Frequenzselektion benutzen. Thr
Vorteil ist, dass man fiir ihren Aufbau keine Spule bendtigt. Sie wird deshalb in der Praxis in Gerdten zur
Erzeugung von sinusformigen Spannungen mit verdnderlicher Frequenz (RC-Generatoren ) haufig benutzt.

7.2 Tiefpass 2. Ordnung

Als weiteres Beispiel fiir einen Vierpol soll die Schaltung nach Abb. 14 dienen. Sie stellt einen frequenz-
abhéngigen Spannungsteiler dar. Da hohe Frequenzen stirker geschwicht werden als tiefe nennt, man
diese elektrische Filterschaltung auch ,, Tiefpass”.

Zur Ableitung des Ubertragungsverhaltens setzen wir fiir

B . 1 .
El =R +jwL und 2 = joC (49)
=
in die oben bereits benutzte Formel (39) fiir den Spannungsteiler ein:
U
Ta 1 1 1
4(w) = = = = (50)

U~ 1+R/R  1+@+jwD)jwC 1-w?LC+joRC

Da die Frequenz im Nenner quadratisch auftritt, nennt  (O—

man diese Schaltung einen Tiefpass 2.0rdnung. Der Am- R L

plitudenabfall ist bei hohen Frequenzen im logarithmischen (y U
Malfistab doppelt so steil wie bei einem Tiefpass 1.0rdnung © C a
(einfaches RC-Glied, siche auch Versuch 3.5).

Ein weiterer Unterschied féllt bei der Dimensionierung der Abb. 14: Tiefpass 2. Ordr:ung O

Schaltung auf. Bei einem Filter 1.0rdnung kann man durch
Wahl von R und C nur die Grenzfrequenz, d.h. die Frequenz, bei der die Amplitude auf den 1/\/5 -ten Teil,
des Maximalwertes abgefallen ist, einstellen:

(1) = L

& RC

Da das Filter 2.0rdnung aus drei Bauelemeneten aufgebaut ist, gibt es einen weiteren Parameter, mit dem
das Verhalten der Schaltung beeinflusst werden kann. Wir wollen folgende Umbenennungen einfiihren:

(52)

2 1 R
w, = — und = —. (53)
LC 2L
w, ist die Resonanzfrequenz eines Schwingkreises aus L und C, p die durch den Widerstand R hervor-
gerufene Dampfung. Setzen wir diese GroBen in Gl. (42) ein, so erhalten wir
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2
W, 10 _
4@) = — — (54) =
w,-0? + j2pw IA| " Jo-o0z]
A \/ D=07
Dieser Ausdruck ldsst sich durch Normieren ! = ‘:\ }Ili[,zu }
aufdie Resonanzfrequenz noch tibersichtlicher <XO%
gestalten. Wir fithren dazu folgende Groflen § N
ein: D=30 | \
0,1 \\‘
Q = 2 und D = Q. (55)
© ©
N\
Fiir das komplexe Ubertragungsverhalten er- 0,01 0.1 1 Q 10
gibt sich damit der einfache Ausdruck: Abb. 15: Frequenzgang beim Tiefpass 2.0rdnung
AQ) = 1 : (56)
1-Q% + jDQ
Daraus erhalten wir den Amplituden- und den Phasenfrequenzgang:
@) - 1 - : (57)
JA-Q)2+D2Q2  JQ*+(D2-2)Q%+1
-DQ
@(Q) = arctan . (58)

Der Einfluss der Dampfung D auf den Amplitudenfrequenzgang ist in Abb. 15 dargestellt. Bei kleinen
Werten von D erkennt man eine deutliche Amplitudenerh6hung im Bereich um die Resonanzfrequenz des
aus L und C gebildeten Schwingkreises. In diesem Fall wird der Nenner von Gl. (48) kleiner als 1.

Durch geeignete Wahl der Dampfung lésst sich diese Resonanz vollig unterdriicken. Der optimale Fall
ergibt sich, wenn in Gl. (48) die Klammer im Nenner verschwindet, d.h. D = \/5 = 1,4 wird. Man erhalt
dann

1

a1 0

@) =

7.3 Vergleich zu mechanischen Systemen

Der Einsatz der komplexen Berechnung muss nicht auf elektrische Netzwerke beschrénkt bleiben, sondern
kann auf alle physikalischen Systeme, die sich durch lineare Differentialgleichungen (siche Gl. (8)) be-
schreiben lassen, angewandt werden. Im folgenden soll ein Beispiel aus der Mechanik behandelt werden,
dessen komplexe Beschreibung identisch ist mit dem Tiefpass aus 7.2. Es handelt sich um ein Feder-
Masse-System (Abb. 16), dessen Bewegungsgleichung sich aus dem zweiten Newtonschen Axiom ergibt:

mi({t) = F(@) - kx(f) -r¥() 61)
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Der anregenden Kraft F(¢) sind die zur Auslenkung proportionale Riickstellkraft der Feder (siche Hoo-
kesches Gesetz) und die geschwindigkeitsproportionale Reibungskraft entgegen gerichtet. Es sind dabei
x(#) die Auslenkung der Masse m, k die Federkonstante und r die Reibungskonstante. Mit den Abkiir-

zungen
2k r F@)
op =%, p = und g - £8
m " 2m e (62)
lasst sich GI. (51) umformen:
i(f) + 2px(@) + wox(t) = wgfD). (63)

Diese Differentialgleichung ist identisch mit der, den Tiefpass (Abb. 12) beschreibenden:

U@ +2pU ) + 0 U = U, (64)

Dabei wurden die Abkiirzungen nach Gl. (53) verwendet.

Aufdiese Weise lassen sich elektrische Ersatzschaltbilder zu mechanischen Systemen konstruieren. Durch
Vergleich der Gl. (53) und (62) erkennt man die Analogien: Die Spule entspricht der Masse, der Konden-
sator der Feder (mit dem Kehrwert der Kapazitdt) und der Widerstand der Reibung. Die oben gemachten
Uberlegungen zum dynamischen Verhalten bei sinusformiger Anregung (G1. 60) lassen sich somit auf das
mechanische System direkt iibertragen. Auch hier ist die geeignete Wahl einer Dampfung unbedingt
notwendig, um mechanische Resonanzen zu unterdriicken.

In der Praxis wird dieses Verfahren haufig, insbesondere bei elektromechanischen Systemen (wie z.B.
Lautsprecher) angewandt, um ihr Verhalten theoretisch besser verstehen zu konnen.

1.2000/Ra
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