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Bisher:  statisches Gitter (außer debwall) Jetzt: Vibrationen

quantisiert    Quasiteilchen mit Energie, Quasiimpuls→

Phononen: Gitterschwingungen

Wo sind Phononen wichtig?
● Einfachste Elementaranregung (a la Plasmon, Magnon, Polaron (eˉ + elastisch)

● thermische Eigenschaften wie:

●  cV

●  therm. Ausdehnung
●  Wärmeleitung

● Supraleitung, Elektron-Phonon-Kopplung, elektronische Lebensdauern
● schmalbandige Filter
● (Lichtschalter)
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Idea:  

 electrons adapt "instantaneously" to nuclear displacements

 energy of electronic system changes – but it remains in its ground state

 use potential V(R) to represent energy of electronic system

Adiabatic  or  Born-Oppenheimer  Approximation

V = V  R , r i

mnucleus ≫ melectron ⇒ vnucleus ≪ ve



  3

Bewegungsgleichung:

reduzierte Masse :

Zweiatomiges Molekül

m1

d2r1

d t2 =−
dV
dr1

m2

d2r2

dt2 =−
dV
dr2

d 2 R

d t2 =−
1


dV
dR

μ−1= m1
−1 + m2

−1

harmonische Näherung:

V R = V R0 R−R0 dVdR 
1
2
 R−R0

2 d 2V

d R2 

½    u2        f
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Harmonischer Oszillator:

quantisiert gemäß:

... und jetzt das Ganze für ein Gitter 

(ersteinmal  1D)

ü = − f


u =−2u  =  f


En=  n1
2  ℏ ; n ∈ ℕ0
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Lineare Kette identischer Atome
 wie gehabt: adiabatische & harmonische Näherung

 lineare Kette von Massenpunkten m

 ideale Federn  f
a

un

n n+1n-1

m ün=− f  un−un−1 − f  un−un1
= f −2unun1un−1

Bewegungsgleichung (gleich für alle Einheitszellen !!):

Ansatz ''ebene Wellen'':
un t  = A exp i  k na − t  
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Dispersionsrelation ω(k)

Löst Bewegungsgleichung, wenn:

−mω2= f (exp(ika)+exp(−ika)−2)

=−2 f (1−cos(ka))=−4 f sin2 ( ka2 )

k  = max ∣sin  ka2 ∣; max = 2  f
m

 0 < ω < ωmax , d. h. Gitter ist Filter für elastische Wellen 
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ω = c k = √ Eρ k
 Kontinuumsnäherung:
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Ausbreitungsgeschwindigkeiten

Phasengeschwindigkeit Gruppengeschwindigkeit

vPh =

k
= 2  f

m
1
k ∣sin

ka
2 ∣

k = 2 f
m
∣sin  ka2 ∣

v g =
d
d k
= a  f

m ∣cos
ka
2 ∣

0 !

vPh

vG

2/π v0  

 v0 

 v 

k

π/a  
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v
g 
= 0 ?

bei k = π/a:   Re(u
n
(t)) = u

0
(t) (-1)n

Also: stehende Welle

kein Energietransport

vgl. Braggreflexe

un(t ) = A exp (i (k na −ω t ))

u0(t) = A exp (−iω t )
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 Dispersion periodisch in k: k  =  kG ; G = n
2
a

 Nur 1. Brillouinzone ist physikalisch relevant
(Hunklinger)

Reduktion auf die 1. Brillouin-Zone

Addition des reziproken 

Gittervektors G = -2π/a 

führt q' in q über. 

Steigung der Dispersionskurven

(-> Gruppengeschwindigkeit)

ändert sich nicht.
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3D:    3 unabhängige Polarisationsrichtungen

eine longitudinale 

zwei transversale 

Polarisation

ω

kπ/a
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Ansatz

Gitter mit Basis 

m M

2n2n-1 2n+1

f

a/2

M ü2n = f  u2n1 u2n−1− 2 u2n m ü2n1= f  u2n2 u2n− 2 u2n1

u2n(t ) = AM exp (i (na k − ω t )) u2n+1(t ) = Am exp (i ((2n+1)ak /2 − ω t ))

(Mω2−2 f )AM + (2 f cos(ka /2)) Am = 0

(2 f cos(ka /2)) AM + (mω2−2 f )Am = 0

Einsetzen

Modell: Zweiatomige lineare Kette

2 Bewegungsgleichungen
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| 2
f
M
−ω2 −2

f
M

cos(ka/2)

−2
f
m

cos(ka/2) 2
f
m
−ω2 |= 0Quadratische Gleichung für ω

ω2 = f ( 1
m
+ 1

M )± f √( 1
m
+ 1
M )

2

− 4 sin2(ka /2)
mM

LGS für AM, Am; nichttriviale Lösung für   Det (D –  ω2 1) = 0

D –  ω2 1 = 0

dynamische Matrix D

(2 fM −ω2)AM − (2 fM cos(ka/2))Am = 0

(−2 f
m

cos(ka/2))AM + (2 fm −ω2)Am= 0

ω2 = f
μ (1± √1 − 4

mM

(m+M )2
sin2(ka/2)) 1

μ =
1
m
+ 1
M
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+ optischer  Zweig

− akustischer Zweig
Lücke

−π
a

π
a

k

ω

1. BZ                       reicht:−π
a
… π

a
ω(k ) = ω(k+ 2nπ

a )
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Grenzfälle von ω 2 = f
μ (1± √1− 4

mM

(m+M )2
sin2(ka /2))

akustischer Zweig , k → 0: ω → c k

optischer Zweig , k = π
a

: ω2 = 2 f
m

; M (schwere Masse) bewegt

; m (leichte Masse) bewegt

; 'Molekül' schwingt

Lücke  0→  bei m  M→ ; wie einatomige Kette, gespiegelt bei k=

2a

; c = a [f/(2(m+M))]1/2

akustischer Zweig , k = π
a

: ω2 = 2 f
M

optischer Zweig , k = 0: ω2= 2 f
μ
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Auslenkungsmuster

Amplitudenverhältnis
AM

Am

= 2 f cos(k a /2)
2 f−M ω2 = cos(k a/2)

1−M ω2/2 f

AM=Am

AM=−
m
M

Am

bei k = 0: akustisch

optisch

bei k = π/a:
Am=0

AM=0

akustisch

optisch

(Mω2−2 f )AM + (2 f cos (ka/2)) Am = 01. Bewegungsgleichung

ω = 0

ω 2= 2 f
μ

ω 2= 2 f
M

ω 2= 2 f
m



  17

π/a k

ω

ω 2=2 f
μ

0

ω 2=2 f
m

ω 2=2 f
M

AM

Am

− m
M

(AM = 0)

∞

(Am= 0)

1

ω 2=0

in polaren Kristallen IR-aktiv

(Amplituden stark vergrößert)
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(Gruppe Chr. Wöll)

Weitere Anregungen

ω2= f
μ ± f √( 1μ )2 − 4 sin2(ka /2)

mM

Es gibt auch Lösungen in der Lücke, aber nur für imaginäre k.

Das sind Oberflächenwellen, die ins Kristallinnere abklingen.





 Interdigitaler Wandler (IDT) auf piezoelektrischem Einkristall

Lithiumniobat (LiNbO3), Quarz (SiO2)

 akustische Oberflächenphononen

 λ = 2 x Fingerabstand, Durchlassfrequenz f0 = vSchall  / λ

 Zweiter IDT konvertiert in Spannungssignal

 Hohe Unterdrückung, konfigurierbar (z.B. via Fingerdesign)

 Niedrige Leistungen

Surface

Acoustic

Wave

Filter





Beck et al.,
PhiuZ 2 (2007)

Mach-Zehnder Interferometer
GaAs ist piezoelektrisch
n variiert mit a



Beck et al.,
PhiuZ 2 (2007)


