3/1 Kinetische Gastheorie und ideales Gas

Thema: Verhalten idealer Gase

Jedes Gas wird bei hinreichend niedrigem Druck zu einem idealen Gas.

* Beziehungen zwischen p, V, T in einem Gas
« atomistisches Modell fiir Gase:
- mikroskopische Ursache von p und T
- Erkldarung der beobachteten Beziehungen
- Verteilung der Geschwindigkeiten der Atome
- Kollisionen im Gas
« Abhingigkeit des Luftdrucks von der Hohe



3/2 Makroskopische Beobachtungen

Gase lassen sich komprimieren, dabei steigt ithr Druck. | F

Bei1 konstanter Temperatur 7" dandert sich der Druck p I
umgekehrt proportional zum Gasvolumen V:

p'V = Kkonst.; Bolye-Mariottesches Gesetz v
Die Proportionalitdtskonstante hingt dabei nur von T ab. ™ —
Die Kompressibilitit eines idealen Gases ist: k= 1/p >

Da die Gesamtmasse M des Gases im abgeschlossenen
Volumen konstant ist, gilt folglich, dass seine Dichte p
proportional zum Druck ist:
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3/3 Kinetische Gastheorie

(Entwickelt durch Stefan Boltzmann, Rudolf Clausius, James Maxwell)

Das makroskopische Verhalten von Gasen wird in der kinetischen Gastheorie

auf die Bewegung der Gasmolekiile und deren St6e zurii
Annahmen:
*Molekiile sind vollig isotrop

Statistische Verteilung der Molekiilgeschwindigkeiten

ckgefiihrt.

*Stofle der Molekiile untereinander und mit Wianden vollkommen elastisch

*Bei StoBen Impuls- und (kinetische) Energieerhaltung

In einem idealen Gas gilt zudem: ide;

*Ausdehnung der Molekiile << mittlerer
Molekiilabstand (=punktférmig)

*(repulsive) StoBBe nur bei direkter

E kin
\ Molekiilabstand

Beriihrung, keine langreichweitigen, 0

attraktiven Wechselwirkungen
zwischen den Molekiilen (£, ,=0)

not —

Wechselwirkungsenergie

\



Experiment: mechanisches Gasmodell




Experiment: Brownsche Bewegung




3/4 Mittelwerte und Verteilungsfunktionen

Mittelwert einer diskreten Grofle, die p verschiedene Werte X, annehmen kann:

R 1 & L _ ) e
x:ﬁ;xi:N;Np'xp:;fp'xp .,\“‘“:: ;.:'5:\ y
Np = Anzahl der Male, mit denen X, vorkommt “:: ," @ o “ : ;
f, =N, /N = Héufigkeit des Vorkommens von x, A

Mittelwert einer kontinuierlichen Grofle, die verschiedene Werte x annehmen kann:

fz%jN(x)-xdx=jf(x)-xdx

N(x)-dx = Anzahl der Male, mit denen Werte im Bereich x ... x + dx vorkommen

f(x)-dx = Haufigkeit mit der Werte im Bereich x ... x + dx vorkommen

f(x) nennt man dann eine Verteilungsfunktion von x. J(x)4

Mittelwert einer Funktion, die in Abhédngigkeit einer kontinu- f(x)-dx
ierlichen Grofle x verschiedene Werte y(x) annehmen kann:

1
yzﬁjN(x)-y(x)dx=If(x)'Y(x)dx dx




3/5 Druck auf Wand

Der Druck auf ein Fliachenelement A einer an das
Gas angrenzenden Wand, resultiert aus Kollisionen
der N Gasmolekiile im Volumen V mit der Wand.

p—

n. = Anzahl der Molekiile, die sich im Mittel mit
Geschwindigkeit v. auf Wand zubewegen

Auf die Wand treffende Molekiile im Zeitintervall dt:
AN =n, dV=n A v, dFf
Impulsiibertrag pro Molekiil:
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Druck durch Molekiile dieser Geschwindigkeit auf die Wand:

= p/o 2
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3/5 Druck auf Wand

Der Druck auf ein Flachenelement A einer an das
Gas angrenzenden Wand, resultiert aus Kollisionen
der N Gasmolekiile im Volumen V mit der Wand.

Kollisionen von Molekiilen der Masse m mit einer
Geschwindigkeit v, senkrecht zur Wand fithren zu
einem Druck von 2mv_f ‘n

n =Y N(v IV

N(v,) dv,= Anzahl der Molekiile im Gasvolumen
deren Geschwindigkeit in x-Richtung

L
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einen Betrag im Intervall [v_, v_+dv ] hat.

Gesamtdruck durch alle Molekiile auf die Wand:
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3/5 Druck auf Wand

Wegen raumlicher Isotropie des Gases gilt:
3 )
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Integriert man iiber alle Geschwindigkeiten v_und

berticksichtigt man die raumliche lscrtrupie des
Gases (v = +v*), erhilt man:
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3/6 Absolute Temperatur

Die absolute Temperatur 7 ist iiber die mittlere kinetische Energie E_km =1imy’
der Molekiile in einem idealen Gas mittels folgender Beziehung definiert:

— 3
E,, EEkB T

Dabei ist kz = 1.38054-10-2% J/K die Boltzmann-Konstante.
Die so definierte Temperaturskala nennt man Kelvinskala mit [7] = 1 Kelvin=1 K

Die absolute Temperatur ist stets positiv. Sie hdngt mit der Celsiusskala (7))
zusammen Uber: T/K = 273,15+ T, /°C

Damit gilt das Gasgesetz, das einen Zusammenhang zwischen den
makroskopischen Zustandsgrof3en p, V, N und T herstellt:

p-V =NkyT (,Zustandsgleichung des idealen Gases®)

Gibt man statt Teilchenzahl N die Stoffmenge in Mol n,, , = N/N, an, dann kann
man das Gasgesetz schreiben als:

pV = nM()Z'R'T
Dabei nennt man R = kz-N, = 8.31451 J mol'K-! die Gaskonstante.



3/7 Freiheitsgrade

Jedes Molekiil kann sich im dreidimensionalen Raum entlang drei Richtungen
X, ¥, Z bewegen — 3 Translations-Freiheitsgrade

Anderungen von Richtung und Geschwindigkeit durch St6e —
im zeitlichen Mittel Bewegungen entlang aller Richtungen gleich wahrscheinlich:

(), =), =0%), =5(7),
In einem abgeschlossenen System vieler wechselwirkender Teilchen gilt im
thermodynamischen Gleichgewicht hidufig, dass der zeitliche Mittelwert einer

physikalischen Grof3e eines Teilchens gleich dem Mittelwert dieser Grof3e (bei
fester Zeit t) iiber ein Ensemble aus vielen Teilchen ist (Ergoden-Hypothese) —

(), =7
Damit steuert jeder Translationsfreiheitsgrad Y2 kzT zu E_km beli.
Reale Molekiile konnen weitere Freiheitsgrade (Rotation, Schwingung) besitzen —

Gleichverteilungssatz:
Im Gleichgewicht verteilt sich die Energie der Gasteilchen gleichméBig auf alle
Freiheitsgrade, so dass im Mittel jedes Teilchen die Energie E = f - +k,T hat.

f=Zahl der Freiheitsgrade



3/8 Barometrische Hohenformel und Boltzmann-Faktor

Die Abnahme des Luftdrucks mit der Hohe /4 kann durch

: I'= Kkonst.
Kombination des Gasgesetzes mit den Uberlegungen e
zum hydrostatischen Druck abgeschitzt werden — =1 B ;--1--3P+dp \ ek
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3/8 Barometrische Hohenformel und Boltzmann-Faktor

Die Abnahme des Luftdrucks mit der Hohe 2 kann durch I'= konst.

Kombination des Gasgesetzes mit den Uberlegungen
zum hydrostatischen Druck abgeschitzt werden — z=hP I D

Barometrische Hohenformel fiir Druck p(h) bzw.
Dichte p(h) unter Annahme konstanter Temperatur:

p(h) = p, - "8 D) o8 P B bo

—mgh | (k,T)

p(h)=p,-e

Beriicksichtigt man, dass mgh die potentielle Energie eines Gastmolekiils im
Schwerefeld der Erde ist, kann man die barometrische Hohenformel als Spezialfall
der Anwendung des Boltzmann-Faktors betrachten:

Im thermischen Gleichgewicht ist die Anzahl dn der Teilchen, die eine Energie
zwischen E und E + dE besitzen gegeben durch:

dn oc exp(—ij dE  Boltzmann-Faktor

B



3/9 Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

Fiir ein Gas, in dem E = E.a 1st, ist der Bruchteil der Molekiile mit

Geschwindigkeit v durch folgende Boltzmann-Verteilung gegeben : .
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3/9 Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

In einem Gas 1m thermischen Gleichgewicht ist der Anteil der Molekiile mit
Geschwindigkeiten im Intervall [v, .. v, +dv,, v, .. v, +dv,, v, .. v.+dv ]

Lad

3 il
f(v_ﬂvwv:)dv_x.dvvdgz:[z *:T} D 4y V=V, U, 4
_ _ = .

Gfﬁﬁm%ﬂf /grm(%%ﬂ// Z/A//’Jré)fﬂ U, - /Ui,,y/f
f(@jw fe) - ) fler)- 47%/% U/ v v
’éﬁ(zr/c )5 “AhT 0/7/7 \




3/9 Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

In einem Gas im thermischen Gleichgewicht ist der Anteil der Molekiile mit

Geschwindigkeiten im Intervall [v, .. v +dv,, v, .. v, +dv,, v, .. v +dv ]

3

2

Fov,.v,) dvdv,dv, =(2ﬂ’: Tj MR gy v v,
B

Da die kinetische Energie nur vom Betrag der Geschwindigkeit v abhéngt, ist
meist nur der Anteil3der Molekiile im Intervall [v .. v+dv] von Interesse:

2 9
f(v)dv= m Ayt e Y / (2kyT) dv
2wk, T

Die Verteilungsfunktion f(v) bezeichnet man als
Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung.

Die Anzahl der Molekiile pro Volumeneinheit, deren
Geschwindigkeit im Bereich [v .. v+dv] liegt ist:

n(v) dv = n-f(v) dv



3/10 Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

Bei Temperatur T ist:
3

2 . 2
m Agy?oe Y / (2kyT) dv
2rk, T

Wahrscheinlichste Geschwindigkeit:

2k
vwz‘/ sl
m

Mittlere Geschwindigkeit:

T B /8kBT_ 2
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Mittleres Geschwindigkeitsquadrat:

Jv)

| | ?z!vz-f(v)dv:%BT
Ll m
: 30 Y - ’
XS (\/Z IZH’ _gé(</4low—, \E_\_, o — ﬁ/« T
M, = 46710 9/.%%:422?% ) = md "= 7

7 C)’h
T = 42% 0t =517 5 /s

/
Z 1

- ’M_\[\/Z a0 J _ A 90 Aj/mg

]C\ /



3/11 StoBe im Gas

Annahme (Har‘[kugelmode]]): A A)C G = 7'[(21")2
Gasmolekiile des Radius r stoflen, wenn sie sich \ O g
bis auf Abstinde < 2r aneinander annihern. ° N _ . d ___ NAN
— Durchquert ein Gasmolekiil eine diinne @—-i------ N
Schicht der Dicke Ax ruhender Gasmolekiile der ° -
Teilchendichte n, dann ist die Wahrscheinlichkeit _____ / __________________
eines Stofies gegeben durch das Flachenverhiltnis | - ", AN

r

=n-o0-Ax wobei die Fliche ¢ = m(2r)? StoBquerschnitt genannt wird.

Yo
A
Treffen N Molekiile auf die Flache A, dann werden AN=N-n-6- Ax davon durch Stof3e

abgelenkt, die Abnahrl{}e wird durch folgende Differentialgleichung beschrieben:

X

dN / ’ N

—=-n-0-Ax gf{\O//\/ :ﬂ‘gV)G'ﬂ//J(](V]\'\'/-:—"/—V)G//(/
N AV 0 ;e

Die Anzahl nicht stoBender Molekiile nach einer Strecke x durch das Gas 1st daher:

N(x)=N,-e "% N =N(0)



3/12 StoBe im Gas

Die im Mittel durchlaufene Strecke, die ein Molekiil bis zu einem Stol5 durchlauft, 1st
die mittlere freie Weglinge 1= —
no

Die mittlere Zeit zwischen 2 Stollen eines Molekiils in
einem Gas der Teilchendichte n = p / k,T ist:
A 1 — — >

Vg VA vt 2w o, =2u ¢t
R—/ﬂ/——)

L — X/& 51 T -cofox = O

Bei Ramntemperatur und Normaldruck finden Stof3e sehr hauﬁg (“"10”3r s’!) statt —>

1. Energietibertrag zwischen den Molekiilen — Einstellung eines Zustands, in
dem die Energie statistisch verteilt 1st (,,thermodynamisches Gleichgewicht®).

2.  Molekiile bewegen sich nicht geradlinig, sondern andern aufgrund von
StoBen sehr viele Male ihre Richtung, wenn sie makroskopische Entfernungen
zuriicklegen.

Bs.: N: be1 300 K, 1 bar:



